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Chapitre 3
Réduction d’endomorphismes

Exercice 1 : On considére 'application ¢ : 4, (R) — #,(R) donnée par
VM € Mp(R), ©o(M)=M+Tr(M)-1,.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme.

2. Déterminer ses éléments propres.

Exercice 2 : Soient £ = ¢°°(R,R) et D I'endomorphisme de E qui a f € E
associe f’. Déterminer les éléments propres de D.

Exercice 3 : Soit u un automorphisme d’un espace vectoriel E. Montrer que

Sp(ut) = {)\_1 €eK|XeSp(u)}.

Exercice 4 : Déterminer les valeurs propres dans R des matrices suivantes.

1 111 0 0 01 1 111
1 100 0 0 01 1 0 01
A= 101 0} B= 0 00 1}° ¢= 1 0 01
1 001 1111 1111

Exercice 5 : On considére I’endomorphisme ¢ : C3[X] — C3[X] donné par

VP € C3[X], o(P)=X3P(1/X).

1. Déterminer le polynéme caractéristique de ¢.
2. Donner les valeurs propres de ¢ et leur multiplicité.

3. Déterminer les espaces propres de . Est-ce que ¢ est diagonalisable ?

Exercice 6 : Soit n € N avec n > 2. On considére 'application u définie sur
E =R, [X] par

X+1

VPeE, u/P)=P <;) .

Justifier que u est un endomorphisme de E.
Montrer que sa matrice dans la base canonique est triangulaire supérieure.

En déduire les valeurs propres de u et leur multiplicité.

Ll e

Calculer u((X — 1)*) pour k € [0,n]. En déduire les espaces propres de u.

Exercice 7 : On consideére les matrices de .#3(R) suivantes.

0 2 -1 0 3 2 00 1
A=[3 -2 o], B=(-2 5 2|, c=|100
2 2 1 2 -3 0 010

Répondre aux questions suivantes pour chacune des matrices ci-dessus.
1. Déterminer le polynome caractéristique de la matrice.
2. Déterminer les éléments propres de la matrice sur R.

3. La matrice est-elle diagonalisable sur R? Si oui, la diagonaliser.

Exercice 8 : On considére les matrices de .#5(C) suivantes.

1 -1 0 0 01 ¢t -1 =142
A=|11 0 -1|, B=|1 0 0|, C=(2 3+7 1-3
-1 0 2 010 0 O 2

Répondre aux questions suivantes pour chacune des matrices ci-dessus.
1. Déterminer le polynéme caractéristique de la matrice.
2. Déterminer les éléments propres de la matrice sur C.

3. La matrice est-elle diagonalisable sur C? Si oui, la diagonaliser.
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Exercice 9 : Pour m € R, on considére les matrices de .#3(R) suivantes

1 0 1 6 2 0
-1 2 11, Bnm= 2 3 0

2—-m m—2 m m2—Tm m-—7 m

Am =

Répondre aux questions suivantes pour chacune des matrices ci-dessus.
1. Déterminer le polyndme caractéristique de la matrice.

2. Pour quelles valeurs de m € R est-elle diagonalisable sur R ?

Exercice 10 : Pour 0 € R, on considére la matrice
cos
Ro = (sin0

La matrice Ry est-elle diagonalisable sur R? sur C?

—sind
cos

> € M>(R)

Exercice 11 : On considére la matrice

3 .0 -1
A= 2 4 2 |ec.#®R).
-10 3

Diagonaliser la matrice A, puis en déduire A™ pour n € N*.

Exercice 12 : On considére la matrice

A— (‘65 _32> € M5(R).

1. Diagonaliser la matrice A.
2. Déterminer une matrice B € .#»(R) telle que B = A.

Exercice 13 : Soit v un endomorphisme diagonalisable d’un C-espace vectoriel

E de dimension finie. Montrer qu’il existe u € Z(FE) tel que u? = v.

Exercice 14 : Diagonaliser la matrice J = (1)1<i j<n € #n(R).

Exercice 15 : On considére les matrices de .#5(R) suivantes.

4 1 -3 010
A=8 3 5|, T=[0 0 O
-2 -1 1 0 0 8
1. Déterminer les éléments propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Montrer que les matrices A et T sont semblables.

Exercice 16 : On considére les matrices de .#5(R) suivantes.

0 0
0 -1
1

1 100
A=1lo , T=[0 11
0 2 00 1

1. Déterminer les éléments propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?
2. Montrer que les matrices A et T sont semblables.
3. Calculer A™ pour n € N.

Exercice 17 : Soit A € .#,(C). Montrer que Sp(42) = {)\? | A € Sp(A)}.

Exercice 18 : Déterminer une expression de la suite (u,,) dans les cas suivants.

(i) up=1, w3 =—1 et 2up42 = 3up+1 — uy pour tout n € N;
(il)) uo=1, w3 =0 et upto =4upt1 — 4u, pour tout n € N,
(iil) wp =5, u1 =6 et upto = 6upt1 — Yu, pour tout n € N,
(iv) up="5, up =1 et upyo = —9u, pour tout n € N,

(v) upo=0, up =1 et upy2 = upy1 + u, pour tout n € N,
(vi) up=1, ug =2 et uUpt2 = Upy1 — Uy pour tout n € N.
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